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Âîïðîñàì ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ
ïðîöåññîâ ïðè èçó÷åíèè êóðñà ôèçèêè êàê
â øêîëå, òàê è â âóçå ïîñâÿùåíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð [1]). Â ïîñ-
ëåäíèå ãîäû àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ìîäåëè-
ðîâàíèå ñ ïðèâëå÷åíèåì êîìïüþòåðíûõ
ñðåäñòâ îáó÷åíèÿ. Â ñòàòüå [2] ãîâîðèëîñü
î òîì, ÷òî â ñâÿçè ñ äîñòóïíîñòüþ äîñòà-
òî÷íî ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ è ðàñïðîñòðà-
íåííîñòüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåä, âêëþ÷à-
þùèõ â ñåáÿ ñòàíäàðòíûå âû÷èñëèòåëüíûå
ïðîöåäóðû, âîçìîæíîñòü êîìïüþòåðíîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ â ó÷åáíîì ïðîöåññå ìíîãîêðàòíî âîçðà-
ñòàåò. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, òðåáóåò ïîñòà-
íîâêè ó÷åáíûõ çàäà÷, îòâå÷àþùèõ íîâûì
òðåáîâàíèÿì, î êîòîðûõ óæå óïîìèíàëîñü â
ñòàòüå [2]. Âî-ïåðâûõ, æåëàòåëüíî, ÷òîáû
ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à äåìîíñòðèðîâàëà âîç-
ìîæíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ, òî
åñòü åå ðåøåíèå áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîìïü-
þòåðà áûëî áû íåâîçìîæíî èëè âåñüìà çàò-
ðóäíåíî. Âî-âòîðûõ, ðåøåíèå çàäà÷è äîëæ-
íî ïðèâîäèòü íå òîëüêî ê êîëè÷åñòâåííîìó
ðåçóëüòàòó, íî è ê íåêîòîðîìó êà÷åñòâåí-
íîìó âûâîäó. Íàêîíåö, æåëàòåëüíî, ÷òîáû
çàäà÷à âûãëÿäåëà êàê ïðàêòè÷åñêè ïîëåçíàÿ,
÷òî, íåñîìíåííî, ìîæåò ìîòèâèðîâàòü ó÷à-
ùèõñÿ ê åå ðåøåíèþ. Îòìåòèì åùå îäíî
âàæíîå, íà íàø âçãëÿä, êà÷åñòâî � ïîñòàâ-
ëåííàÿ çàäà÷à äîëæíà äàâàòü ïðîñòîð äëÿ

äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ, ÷åì ìîã áû âîñïîëü-
çîâàòüñÿ êàê ó÷àùèéñÿ, òàê è ïðåïîäàâàòåëü.
Ïðèìåð îäíîé èç çàäà÷, êîòîðàÿ, íà íàø
âçãëÿä, óäîâëåòâîðÿåò ýòèì òðåáîâàíèÿì, ìû
ïðèâîäèì â äàííîé ñòàòüå.

Öåëü çàäà÷è � èññëåäîâàòü çàâèñè-
ìîñòü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âíóòðè ïî-
ìåùåíèÿ (íàïðèìåð, äà÷íîãî äîìèêà) â çà-
âèñèìîñòè îò ñóòî÷íûõ êîëåáàíèé òåìïåðà-
òóðû è èñïîëüçîâàíèÿ îòîïèòåëüíûõ ïðèáî-
ðîâ è ïîïûòàòüñÿ ïðåäëîæèòü ðàçóìíóþ è
äîñòàòî÷íî îïòèìàëüíóþ ñèñòåìó îòîïëåíèÿ.

Ïðîöåññ òåïëîïåðåäà÷è � ýòî èíåð-
öèîííîå ÿâëåíèå, òðåáóþùåå îïðåäåëåííî-
ãî âðåìåíè äëÿ ñâîåãî îñóùåñòâëåíèÿ. Îíî
ïðèâîäèò ê ñäâèãó ôàç ìåæäó îñöèëëÿöèÿ-
ìè òåìïåðàòóð âíóòðè è âíå ïîìåùåíèÿ è
ìåíüøåìó àìïëèòóäíîìó çíà÷åíèþ îñöèë-

Êàê îïòèìàëüíî îáîãðåòü äà÷ó.
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ëÿöèé òåìïåðàòóðû âíóòðåííåãî âîçäóõà.
Äåéñòâèòåëüíî, â îòñóòñòâèå îòîïëåíèÿ âñåì
ïðîöåññîì óïðàâëÿþò êîëåáàíèÿ íàðóæíî-
ãî âîçäóõà. Ïóñòü â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìå-
íè åãî òåìïåðàòóðà âûøå òåìïåðàòóðû âíóò-
ðåííåãî âîçäóõà. Ïðè ýòîì âíóòðåííèé âîç-
äóõ áóäåò íàãðåâàòüñÿ. È òàê áóäåò ïðîèñ-
õîäèòü âñå âðåìÿ, ïîêà òåìïåðàòóðà íàðóæ-
íîãî âîçäóõà âûøå, â òîì ÷èñëå è òîãäà,
êîãäà îí óæå íà÷íåò îõëàæäàòüñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòîê âðåìåíè,
êîãäà íàðóæíûé âîçäóõ îõëàæäàåòñÿ, à âíóò-
ðåííèé � íàãðåâàåòñÿ. Äàëåå, âíóòðåííèé
âîçäóõ ïåðåñòàåò íàãðåâàòüñÿ, êîãäà åãî òåì-
ïåðàòóðà ñðàâíèâàåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé îõ-
ëàæäàþùåãî íàðóæíîãî âîçäóõà. Ïîýòîìó îí
íå äîñòèãàåò òåõ òåìïåðàòóð, êîòîðûå èìåë
äî ýòîãî îõëàæäàþùèé íàðóæíûé âîçäóõ, à
çíà÷èò, è àìïëèòóäà êîëåáàíèé åãî òåìïå-
ðàòóðû áóäåò ìåíüøå.

Çà îñíîâó ìîäåëè ìîæíî âçÿòü äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

)()( tWtWU exin −=& ,

ãäå U � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ïîìåùåíèÿ, ïðî-
ïîðöèîíàëüíàÿ òåìïåðàòóðå, Win � òåïëîâàÿ
ìîùíîñòü íåêîòîðîãî îáîãðåâàòåëÿ, íàõî-
äÿùåãîñÿ â ïîìåùåíèè, Wex � òåïëîâàÿ
ìîùíîñòü, óõîäÿùàÿ èç ïîìåùåíèÿ íàðó-
æó, êîãäà òåìïåðàòóðà âíóòðè ïîìåùåíèÿ
âûøå, ÷åì òåìïåðàòóðà ñíàðóæè, èëè ïðè-
õîäÿùàÿ èçâíå ïðè îáðàòíîì ñîîòíîøåíèè
òåìïåðàòóð. Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåð-
ãèè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èçìåíåíèå òåì-
ïåðàòóðû è òåïëîåìêîñòü ïîìåùåíèÿ:

TCU && = . Óõîä òåïëà èç ïîìåùåíèÿ îáóñ-

ëîâëåí, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûìè ïðîöåñ-
ñàìè, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìåííî îíà äàåò
íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé âêëàä, òîãäà:

))()(( tTtTW exex −= Λ ,

ãäå L � êîýôôèöèåíò, ñâÿçàííûé ñ òåïëî-
ïðîâîäíîñòüþ ñòåí, îêîí è ò. ä., T è Tex �
òåìïåðàòóðà âíóòðè è âíå ïîìåùåíèÿ. Â ðå-
çóëüòàòå èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

CtWtTtTkT inex /)())()(( +−−=& (1),

ãäå k = L/C � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðî-
ïðîâîäíîñòè.

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò èññëåäîâàíèå êî-
ëåáàíèé òåìïåðàòóðû íà ïðîòÿæåíèè íå-
ñêîëüêèõ äíåé, òî Tex ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðèî-
äè÷åñêîé, à â ïðîñòåéøåé ìîäåëè ãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèåé âðåìåíè ñ ïåðèîäîì 24
÷àñà. Áóäåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî
ìàêñèìóìà òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò â 4 ÷àñà
äíÿ, à ìèíèìóìà � â 4 ÷àñà íî÷è, òîãäà:

)cos()( ϕω ++= tTTtT amex ,

ãäå ω = π/12 ÷àñ�1 ≈ 7.3·10�5 ñ�1, ϕ = � 4π/3,
Tm � ñðåäíÿÿ òåìïåðòóðà âíå ïîìåùåíèÿ,
Ta � àìïëèòóäà êîëåáàíèé âíåøíåé òåìïå-
ðàòóðû.

Èññëåäóåì ïðåæäå âñåãî ðåøåíèå,
êîãäà âíóòðåííèé îáîãðåâ îòñóòñòâóåò èëè
âûêëþ÷åí â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî
åñòü ðåøèì óðàâíåíèå:

))cos(( ϕω +−−−= tTTTkT am
& (2)

ïðè íåêîòîðîì íà÷àëüíîì óñëîâèè T(t0) = T0.
Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî êàê àíàëèòè÷åñêèìè, òàê è ÷èñëåííû-
ìè ìåòîäàìè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëè-
òåëüíûõ ñðåä (íàïðèìåð, Matlab) ÷èñëåííîå
ðåøåíèå äàæå ïðîùå, ïîñêîëüêó íå òðåáóåò
çíàíèé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Îäíàêî, êàê ýòî îáû÷íî èìååò ìåñòî,
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äàåò áîëüøóþ âîç-
ìîæíîñòü äëÿ êà÷åñòâåííûõ âûâîäîâ. Êðî-
ìå òîãî, â äàííîì ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò ìåòîä, èñïîëü-
çóåìûé ïðè ðàñ÷åòå öåïåé ïåðåìåííîãî òîêà,
è ìîæåò áûòü ïîëåçíî äëÿ çàêðåïëåíèÿ ýòî-
ãî ìåòîäà.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2) åñòü
ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå

...â îòñóòñòâèå îòîïëåíèÿ âñåì ïðîöåññîì
óïðàâëÿþò êîëåáàíèÿ íàðóæíîãî âîçäóõà.
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óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè åãî ðåøåíèå
èùåòñÿ â âèäå ñóììû îáùåãî ðåøåíèÿ X(t)
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

0=+ kXX&

è íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ Y(t) íåîäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä: X(t) = Aexp(�kt),
ãäå êîíñòàíòà A íàõîäèòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñ-
ëîâèé. ×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ òàêæå íàõîäèòñÿ ñòàíäàðòíûìè
ìåòîäàìè. Ñäâèãîì ôóíêöèè óáèðàåòñÿ îò-
ëè÷íîå îò íóëÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå:

Y(t) = Tm + Z(t),

òàê ÷òî ôóíêöèÿ Z(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

)cos( ϕω +=+ tkTkZZ a
& . (3)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ïðîùå âñåãî
èñêàòü, «âûéäÿ» â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü,
òî åñòü ðåøàòü óðàâíåíèå:

))(exp( ϕω +=+ tikTkVV a
& . (4)

Äàëåå, ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ Z(t) êàê
âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ôóíêöèè V(t):

Z(t) = Re(V(t)).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) èùåòñÿ â âèäå:
V(t) = V0exp(iωt). Ïîäñòàíîâêà ýòîé ôóíê-
öèè â óðàâíåíèå (4) äàåò êîìïëåêñíóþ àìï-
ëèòóäó:

ki

ikT
V a

+
=

ω
ϕ)exp(

0 (5).

Ôóíêöèÿ Z(t) èìååò âèä:

Z(t) = Z0 cos(ωt + y),

ãäå Z0 � àìïëèòóäà êîëåáàíèé òåìïåðàòóðû
âíóòðè ïîìåùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîäóëü
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû V0, à ôàçà � y êàê
ôàçà ýòîé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû.

Ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå óäîáíî äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà. Â
ïðåäåëüíîì ñëó÷àå k >> ω âðåìÿ óñòàíîâëå-
íèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ, èìåþùåå ïîðÿäîê k �1, ìíîãî ìåíüøå
ïåðèîäà êîëåáàíèé âíåøíåé òåìïåðàòóðû,
à ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ � êîëåáàíèÿ òåìïåðà-
òóðû âíóòðè ïîìåùåíèÿ ïî àìïëèòóäå è ôàçå
ñîâïàäàþò ñ êîëåáàíèÿìè íàðóæíîé òåìïå-
ðàòóðû (ïî ðóññêîé ïîãîâîðêå: «Íàøà ãîð-
íèöà ñ áîãîì íå ñïîðíèöà»). Â äðóãîì ïðå-
äåëüíîì ñëó÷àå k << ω óñòàíîâëåíèå êîëå-

áàíèé ïðîèñõîäèò â òå÷åíèå ìíîãèõ ñóòîê,
à àìïëèòóäà êîëåáàíèé âíóòðè ïîìåùåíèÿ
ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäîé êîëåáà-
íèé âíåøíåé òåìïåðàòóðû. Ãðàôèêè ôóíê-
öèé ïðè çíà÷åíèè k = 0.2 ÷àñ�1 (ñðàâíèìî ñ
÷àñòîòîé ω), çíà÷åíèÿõ Tm = 10 è Ta = 20
(â ãðàäóñàõ Öåëüñèÿ) è ðàçëè÷íûõ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèÿõ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1. Òàì
æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåí ãðàôèê êîëåáà-
íèé âíåøíåé òåìïåðàòóðû.

Â ó÷åáíûõ öåëÿõ ïîëåçíî ïðîñëåäèòü
àíàëîãèþ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè
çàäà÷àìè � äàííîé çàäà÷åé è êîëåáàíèÿìè
â öåïÿõ ïåðåìåííîãî òîêà. Òàê æå, êàê è â
öåïÿõ ïåðåìåííîãî òîêà, ñóùåñòâóåò âðåìÿ
óñòàíîâëåíèÿ êîëåáàíèé, ïîñëå ÷åãî óñòà-
íîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ òîé æå
÷àñòîòîé, ÷òî è âûíóæäàþùåå âîçäåéñòâèå,
íî ñî ñäâèãîì ïî ôàçå. Åñòåñòâåííî (ýòî
âèäíî èç âûðàæåíèÿ (5)), ÷òî àìïëèòóäà

Ðèñóíîê 1.

...ìàêñèìóìà òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò
          â 4 ÷àñà äíÿ...
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êîëåáàíèé âíóòðè ïîìåùåíèÿ ìåíüøå àìï-
ëèòóäû êîëåáàíèé íàðóæíîé òåìïåðàòóðû.

×åìó æå ðàâíî ðåàëüíîå çíà÷åíèå êî-
ýôôèöèåíòà òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè?
Ìîæíî ïîïðîáîâàòü ñäåëàòü ïðîñòåéøèå
îöåíêè. Åñëè âçÿòü äà÷íûé äîìèê ñ îäè-
íàðíûìè ðàìàìè, òî äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî,
÷òî îñíîâíîé ïîòîê òåïëà èäåò ÷åðåç ñòåê-
ëà. Êîýôôèöèåíò L ñâÿçàí ñ ïëîùàäüþ S è
òîëùèíîé d ñòåêîë ñîîòíîøåíèåì: L = lS/d,
ãäå l � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñòåê-
ëà. Â ñàìîì ãðóáîì ïðèáëèæåíèè òåïëîåì-
êîñòü êîìíàòû ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê òåï-
ëîåìêîñòü íàõîäÿùåãîñÿ â íåé ãàçà:

RC
mυ

υ
2
5= , ãäå R � ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ,

υ � îáúåì ïîìåùåíèÿ, υm � îáúåì îäíîãî
ìîëÿ ãàçà (ïðèáëèçèòåëüíî 20 ë). ×òî æå
äàþò îöåíêè? Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîä-
íîñòè ñòåêëà â ñèñòåìå ÑÈ îêîëî åäèíèöû.
Äîïóñòèì, ÷òî äà÷íûé äîìèê èìååò îáúåì
50 ì3 ñ ïëîùàäüþ îêîí 2 ì2. Òîëùèíà ñòå-
êîë � 4 ìì. Íåñëîæíûé ðàñ÷åò äàåò çíà÷å-
íèå k = 0.7 ñ�1. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî çíà÷åíèå
ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå ω. Ïðè
òàêîì êîýôôèöèåíòå òåìïåðàòóðà â êîìíà-
òå äîëæíà áûòü âñåãäà ðàâíà íàðóæíîé òåì-
ïåðàòóðå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîãðåøíîñòè èç-
ìåðåíèé). Â ÷åì îøèáêà?

Êîíå÷íî æå, òåïëîåìêîñòü êîìíàòû
îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî íàõîäÿùèìñÿ â íåé
âîçäóõîì. Îäíàêî äàæå åñëè ïðèíÿòü âî
âíèìàíèå òåïëîåìêîñòü ñòåí, ìåáåëè è ò. ä.
è óâåëè÷èòü çíà÷åíèå C íà äâà ïîðÿäêà,
çíà÷åíèå k âñå ðàâíî áóäåò ñóùåñòâåííî
áîëüøå çíà÷åíèÿ ω. Ïî-âèäèìîìó, îñíîâ-
íóþ çàäåðæêó òåïëó äàåò íå ñòåêëî, à ñëîé

âîçäóõà âáëèçè ñòåêëà. Äåéñòâèòåëüíî, èç
îïûòà èçâåñòíî, ÷òî òåìïåðàòóðà âíóòðåí-
íåé ïîâåðõíîñòè ñòåêëà ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àåòñÿ îò ñðåäíåé òåìïåðàòóðû âîçäóõà â
ïîìåùåíèè. Çèìîé, íàïðèìåð, âíóòðåííÿÿ
ïîâåðõíîñòü ñòåêëà ìîæåò ïîêðûâàòüñÿ
ëüäîì, â òî âðåìÿ êàê âíóòðè ïîìåùåíèÿ
ñîõðàíÿåòñÿ òåìïåðàòóðà, ïðèåìëåìàÿ äëÿ
æèçíè.

Îöåíèòü òåïëîçàùèòíûå ñâîéñòâà
ñëîÿ âîçäóõà çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ïîñêîëü-
êó íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íå
òîëüêî òåïëîïðîâîäíîñòü, íî è êîíâåêöèþ.
Ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ ñðàâíåíèåì ðàñ÷å-
òà ñ îïûòíûìè äàííûìè. Îïûò ïîêàçûâà-
åò, ÷òî â ïîäîáíûõ ïîìåùåíèÿõ óñòàíîâëå-
íèå òåìïåðàòóðû ïðîèñõîäèò â òå÷åíèå íå-
ñêîëüêèõ ÷àñîâ, òî åñòü çíà÷åíèå k ñðàâíè-
ìî ñî çíà÷åíèåì ω.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (1) è ðàññìîò-
ðèì, êàê âëèÿåò äåéñòâèå îáîãðåâàòåëüíûõ
ïðèáîðîâ íà òåìïåðàòóðó âíóòðè ïîìåùå-
íèÿ. Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî ýòî âëèÿíèå
çàâèñèò îò âèäà ôóíêöèè Win(t). Â ïðîñòåé-
øåì ñëó÷àå ìîæíî âêëþ÷èòü îáîãðåâàòåëü
íà ïîñòîÿííóþ ìîùíîñòü, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ ìîùíîñòè W0.
Òîãäà óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä:

))cos(( 0

kC

W
tTTTkT am

−+−−−= ϕω& .

Àíàëèçèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, íåñëîæíî
ïîíÿòü, ÷òî âëèÿíèå îáîãðåâàòåëÿ ïðè ïî-
ñòîÿííîé ìîùíîñòè ýêâèâàëåíòíî ýôôåê-
òèâíîìó óâåëè÷åíèþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íà-
ðóæíîé òåìïåðàòóðû Tm íà âåëè÷èíó W0/(kC).
Òî åñòü àìïëèòóäà è ôàçà êîëåáàíèé òåì-
ïåðàòóðû â ïîìåùåíèè â óñòàíîâèâøåìñÿ
ðåæèìå áóäåò òà æå, ÷òî è áåç îáîãðåâàòå-
ëÿ, îäíàêî ñðåäíåå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû
óâåëè÷èòñÿ. Íåëüçÿ ëè, îäíàêî, áîëåå ýô-
ôåêòèâíî îáîãðåâàòü êîìíàòó?

Çäåñü íóæíî îïðåäåëèòüñÿ, ÷òî çíà-
÷èò «áîëåå ýôôåêòèâíî»? Î÷åâèäíî, ýòî îç-
íà÷àåò ìåíüøèå çàòðàòû ýëåêòðîýíåðãèè, íî
êàêîé öåíîé ïî îòíîøåíèþ ê íàøåìó ñà-
ìî÷óâñòâèþ? Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàí-
òîâ � óñòàíîâèòü ìèíèìàëüíóþ òåìïåðàòó-
ðó, íèæå êîòîðîé òåìïåðàòóðà â ïîìåùåíèè
íå äîëæíà îïóñêàòüñÿ. Ïðè ïîñòîÿííîé ìîù-

...ìèíèìóìà � â 4 ÷àñà íî÷è...
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Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ïðè èçó÷åíèè ôèçèêè.
Êàê îïòèìàëüíî îáîãðåòü äà÷ó

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

íîñòè îáîãðåâàòåëÿ Win(t) = W0 òàêîå ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû ðàâíî:
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàéòè íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíóþ ôóíêöèþ Win(t) ïðè òàêîì êðè-
òåðèè ýôôåêòèâíîñòè íå òàê ñëîæíî. Ïî-
êàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä:

  ))cos(()( min ϕω ++−= tTTTkCtW amin . (6)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîäñòàíîâêå ýòî-
ãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (1) ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå: )( minTTkT −−=& . Èìååòñÿ åäèí-
ñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå (ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïå-
ðèîäîì t = 2π/ω) ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ:
T = Tmin. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè òàêîì
âûáîðå ôóíêöèè Win(t) ìû âûèãðûâàåì â
ýíåðãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáîãðåâîì ïðè ïî-
ñòîÿííîé ìîùíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ðàáî-
òà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çà ïåðèîä (ïîòðåá-
ëåíèå ýëåêòðîýíåðãèè çà ñóòêè) âî âòîðîì
ñëó÷àå ðàâíî:
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−=′′=
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Â ñëó÷àå æå îáîãðåâà ñ ïîñòîÿííîé
ìîùíîñòüþ ìû ïîëó÷àåì:
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáûõ ïàðàìåò-
ðàõ A1 > A2.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ âèäà
(6) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîé äðóãîé ôóíêöèè âðå-
ìåíè ñóùåñòâóåò âðåìåííîé èíòåðâàë, ïðè
êîòîðîì ðàçíîñòü íàðóæíîé è âíóòðåííåé
òåìïåðàòóð áîëüøå, ÷åì äëÿ ôóíêöèè (6).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ýòîì èíòåðâàëå íàðó-
æó óõîäèò áîëüøå ýíåðãèè. Â òî æå âðåìÿ
âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ íàðóæó
óõîäèò ìåíüøå òåïëà, íå ñóùåñòâóåò. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â öåëîì çà ïåðèîä íàðóæó áó-
äåò óõîäèòü áîëüøå ýíåðãèè. Íî ýòà ýíåð-
ãèÿ ìîæåò áûòü âçÿòà òîëüêî îò îáîãðåâàòå-
ëÿ, êîòîðûé áóäåò ïîòðåáëÿòü ñîîòâåòñòâåí-
íî áîëüøå ýíåðãèè îò ñåòè.

Ñêîíñòðóèðîâàòü îáîãðåâàòåëü, ìîù-
íîñòü êîòîðîãî èçìåíÿëàñü áû ïî ãàðìîíè-
÷åñêîìó çàêîíó, â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîçìîæ-
íî, íî äîâîëüíî ñëîæíî. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ê
òîìó æå, ÷òî ðåàëüíîå èçìåíåíèå íàðóæíîé

òåìïåðàòóðû, êîíå÷íî æå, íå ñëåäóåò ãàð-
ìîíè÷åñêîìó çàêîíó. Ìîæåò áûòü, ìîæíî
ïðèäóìàòü ÷òî-íèáóäü ïîïðîùå?

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå ôóíêöèè
Win(t) â âèäå (6) îáîãðåâàòåëü ðàáîòàåò â
ïðîòèâîôàçå ñ èçìåíåíèÿìè íàðóæíîé òåì-
ïåðàòóðû, òî åñòü íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü äî-
ñòèãàåòñÿ ïðè íàèìåíüøåé íàðóæíîé òåì-
ïåðàòóðå. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé âîçíèêàåò
èäåÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è: âêëþ÷àòü îáîãðå-
âàòåëü íà ïîñòîÿííóþ ìîùíîñòü íà îïðåäå-
ëåííîì âðåìåííîì èíòåðâàëå (ïðè íèçêîé
íàðóæíîé òåìïåðàòóðå). Ïðè ýòîì ìîæíî
çàäàòü áîëüøóþ ðàáî÷óþ ìîùíîñòü, ÷åì ïðè
íåïðåðûâíîì ðåæèìå ðàáîòû, íî çà ñ÷åò
êîðîòêîãî âðåìåíè ðàáîòû â êîíå÷íîì èòî-
ãå ñýêîíîìèòü íà ýëåêòðîýíåðãèè.

Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå ôóíêöèÿ Win(t)
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñòóïåí÷àòîé ôóí-
êöèåé. Óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ðåøåíî
àíàëèòè÷åñêè è ïðè òàêîì âèäå ôóíêöèè
Win(t). Îäíàêî, ïîñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ â ðå-
çóëüòàòå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèÿ
T(t) ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíîé, èññëåäîâà-
íèå åå íà ýêñòðåìàëüíîñòü, òî åñòü íà îïòè-
ìàëüíîñòü îáîãðåâà, ìîæåò áûòü âûïîëíå-
íî òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Â ñèëó
ýòîãî öåëåñîîáðàçíî ñðàçó æå ðåøàòü èñ-
õîäíîå óðàâíåíèå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.
Ôóíêöèþ Win(t) ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìîæíî
çàäàâàòü òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: dt � âðåìåí-
íîé èíòåðâàë ðàáîòû îáîãðåâàòåëÿ â òå÷å-
íèå ñóòîê, t0 � âðåìÿ âêëþ÷åíèÿ îáîãðåâà-
òåëÿ (dt, t0 Î[0, 24]), à òàêæå ìîùíîñòü âî
âðåìÿ ðàáîòû Wmax. Ýòó ìîùíîñòü óäîáíî
âûðàæàòü â ãðàäóñàõ, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-

...êàê âëèÿåò äåéñòâèå îáîãðåâàòåëüíûõ
ïðèáîðîâ íà òåìïåðàòóðó âíóòðè ïîìåùåíèÿ...
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íèå Wmax(ãðàä.) = Wmax(Âò)/(kC). Âìåñòî çà-
äàíèÿ âåëè÷èíû Wmax ìîæíî çàäàòü íåêîòî-
ðûé êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè, êîòîðûé
îïðåäåëèòü êàê îòíîøåíèå ïîòðåáëåíèÿ
ýíåðãèè ïðè ïîñòîÿííîì âêëþ÷åíèè ê ïî-
òðåáëåíèþ ýíåðãèè ïðè âêëþ÷åíèè íà èí-
òåðâàë âðåìåíè dt.

Â ñðåäå Matlab äëÿ âèçóàëèçàöèè ðå-
çóëüòàòîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ãðàôè÷åñêèé
èíòåðôåéñ ïîëüçîâàòåëÿ (GUI), ðàáîòà íàä
êîòîðûì âïîëíå ïîä ñèëó ó÷àùèìñÿ ñòàð-
øèõ êëàññîâ øêîëû. Âîçìîæíûé âàðèàíò
îêíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îïèñûâàåìîé ïðî-
ãðàììå, ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 2.

Íà ýòîì ðèñóíêå ïðèâåäåíû ðåçóëü-
òàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðè îáîãðå-
âå ïîìåùåíèÿ ïîñòîÿííî âêëþ÷åííûì îáî-
ãðåâàòåëåì (dt = 24). Çàäàííûå ïàðàìåòðû
òàêîâû, ÷òî íàðóæíàÿ òåìïåðàòóðà êîëåá-
ëåòñÿ â èíòåðâàëå îò 10 äî 20 ãðàäóñîâ Öåëü-
ñèÿ (íèæíÿÿ ñèíóñîèäà íà ãðàôèêå). Çàäàí-
íàÿ ìèíèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà â ïîìåùåíèè

Ðèñóíîê 2. Ðèñóíîê 3.

18° Ñ. Çàäàííûé êîýôôèöèåíò òåìïåðàòó-
ðîïðîâîäíîñòè ðàâåí 0.2 ÷àñ�1. Çíà÷åíèå
Wmax , ðàâíîå â äàííîì ñëó÷àå çíà÷åíèþ W0 ,
âû÷èñëÿåòñÿ, íà ãðàôèêå åìó ñîîòâåòñòâóåò
ïðÿìàÿ ëèíèÿ.

Èçìåíÿÿ ïàðàìåòðû dt, t0 è êîýôôè-
öèåíò ýôôåêòèâíîñòè (â îêíå îáîçíà÷åí ÷å-
ðåç koef), ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîäîáðàòü áî-
ëåå ýêîíîìè÷íûé ðåæèì îáîãðåâà. Äëÿ äàí-
íûõ ïàðàìåòðîâ ýòîìó ðåæèìó ñîîòâåòñòâó-
åò ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïðèâåäåííûé íà
ðèñóíêå 3. Ñèíóñîèäà, êàê è íà ðèñóíêå 2,
ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì íàðóæíîé òåìïå-
ðàòóðû. Êðèâàÿ ñ èçëîìàìè ñîîòâåòñòâóåò
òåìïåðàòóðå ïîìåùåíèÿ. Êàê âèäíî, ðàçìàõ
åå èçìåíåíèÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ïðè
ðåæèìå îáîãðåâà ñ ïîñòîÿííî âêëþ÷åííûì
îáîãðåâàòåëåì. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî-
êàçûâàåò, ÷òî äëÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé
ðàáîòû îáîãðåâàòåëü ñëåäóåò âêëþ÷àòü â 10
÷àñîâ âå÷åðà è âûêëþ÷àòü â 10 ÷àñîâ óòðà.
Ëîìàíàÿ ëèíèÿ íà ãðàôèêå ñîîòâåòñòâóåò
ôóíêöèè Win(t) â ãðàäóñàõ.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çíà÷åíèå Wmax â
ýòîì ñëó÷àå ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå, ïðèâåäåííîå íà ðèñóíêå 2, ïîòðåá-
ëåíèå ýëåêòðîýíåðãèè ñîñòàâëÿåò ëèøü 60%
îò ïîòðåáëåíèÿ ïðè ïîñòîÿííîé ðàáîòå îáî-
ãðåâàòåëÿ (koef = 0.6). Çàìåòèì, ÷òî «êðóã-
ëûå ÷èñëà» äëÿ çíà÷åíèé dt, t0 è koef ïîëó-
÷àþòñÿ ëèøü äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé, ïðè-
âåäåííûõ â íèæíåì ðÿäó îêíà. Ïðè äðóãèõ
ïàðàìåòðàõ ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå çíà÷åíèÿ, õà-
ðàêòåðèçóþùèå íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûé ðå-
æèì ðàáîòû. Îäíàêî îáùàÿ èäåÿ � âêëþ÷àòü
îáîãðåâàòåëü íî÷üþ è âûêëþ÷àòü äíåì � îñ-
òàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé.

...íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü äîñòèãàåòñÿ ïðè
íàèìåíüøåé íàðóæíîé òåìïåðàòóðå.
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Êàê îïòèìàëüíî îáîãðåòü äà÷ó

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

Êîíäðàòüåâ Àëåêñàíäð Ñåðãååâè÷,
àêàäåìèê ÐÀÎ, äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, çàâåäóþùèé
êàôåäðîé ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ
ôèçèêå ÐÃÏÓ èì. À.È. Ãåðöåíà,

Ëÿïöåâ Àëåêñàíäð Âèêòîðîâè÷,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû
ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ ôèçèêå
ÐÃÏÓ èì. À.È. Ãåðöåíà.
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Â çàêëþ÷åíèå âåðíåìñÿ ê ïðèâåäåí-
íîìó â íà÷àëå ñòàòüè óòâåðæäåíèþ, ÷òî õî-
ðîøàÿ çàäà÷à ïî ìîäåëèðîâàíèþ äîëæíà äà-
âàòü ïðîñòîð äëÿ ðàçâèòèÿ. Â äàííîì ñëó-
÷àå ýòî áåçóñëîâíî âûïîëíÿåòñÿ. Âî-ïåð-
âûõ, ìîæíî ïîïðîáîâàòü ó÷åñòü âëèÿíèå
êîíâåêöèè è íåîäíîðîäíîñòè ïðîãðåâà âîç-
äóõà âíóòðè ïîìåùåíèÿ (ñëîé âîçäóõà ó
îêíà èìååò áîëåå íèçêóþ òåìïåðàòóðó). Âî-
âòîðûõ, ìîæíî ó÷åñòü, ÷òî ìíîãèå äà÷íûå
äîìèêè îáîãðåâàþòñÿ íå ýëåêòðîíàãðåâàòå-
ëÿìè, à äðîâàìè. Ïðè ýòîì ïå÷êà çà êîðîò-
êîå âðåìÿ íàêàïëèâàåò ýíåðãèþ, ïîñòåïåí-
íî çàòåì îòäàâàÿ åå âîçäóõó. Êîíå÷íî æå,
ýìïèðè÷åñêèå çíàíèÿ î òîì, êàê ïðàâèëü-
íî òîïèòü ïå÷êè, ó ðîññèÿí åñòü, îäíàêî
çàäà÷à ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äàííîãî
ïðîöåññà ìîæåò îêàçàòüñÿ èíòåðåñíîé, à
âîçìîæíî (÷åì ÷åðò íå øóòèò), è çàñòàâèò
âçãëÿíóòü íà ýòîò ïðîöåññ ïî-äðóãîìó.

...ìíîãèå äà÷íûå äîìèêè îáîãðåâàþòñÿ íå
ýëåêòðîíàãðåâàòåëÿìè, à äðîâàìè.


